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Diagonalverfahren 2. Art (nach Cantor):
Sei
X = {Xx}, X3, X3, ...} =[0, 1]

eine Aufzédhlung der reellen Zahlen im Intervall [0, 1], in der jedes x; nur einmal vorkommt,

d.h. bei Zahlen wie 0.5 und 0.4999... ist nur eine zugelassen, ndmlich die 0.4999... (Die Null
ist zugelassen). Cantor zeigt, dass X unvollstidndig ist. Seien weiterhin alle x; bekannt und:

X1 = 0.X11X12X13...,

Xo = O.X21X22X23...,
X3 = O.X31X32X33...,

Cantor konstruiert eine Zahl
¢ :=0.cicpe3...
deren

1. Ziffer nicht die 1. Ziffer von x; (¢ = Non x11),
2. Ziffer nicht die 2. Ziffer von X, (¢, = Non X5,),
3. Ziffer nicht die 3. Ziffer von x3 (c3 = Non x33),

u. S. w.

ist. ¢ ist eine reelle Zahl und verschieden von allen x;. Also ist X unvollstindig. Deshalb sind
die reellen Zahlen des Intervalls [0, 1] und damit das gesamte R ,,iiberabzéhlbar®.

Kritik an den Beweis: Wenn wir beweisen, dass jede Aufzdhlung der reellen Zahlen im
Intervall [0, 1] unvollsténdig ist, besagt dies nichts iiber die Méchtigkeit der reellen Zahlen
und ist lediglich der Beweis dafiir, dass die reellen Zahlen im Intervall [0, 1] nicht als eine
lineare Liste dargestellt werden konnen.

Jede Aufzihlung der reellen Zahlen im Intervall [0, 1] ist unvollstindig und die reellen Zahlen
im Intervall [0, 1] sind abzidhlbar. Es muss uns lediglich gelingen, die Michtigkeit der reellen
Zahlen im Intervall [0, 1] direkt und ohne eine Aufzihlung abzuschitzen.

Abzahlbarkeit der reellen Zahlen

Um die Abzihlbarkeit der reellen Zahlen zu beweisen, braucht man nicht unbedingt eine
»Aufzdhlung® der reellen Zahlen im Intervall [0, 1] vorzunehmen und anzugeben: Diese ist
die erste reelle Zahl, jene ist die zweite reelle Zahl und so weiter.

Es geniigt wenn wir eine Injektion von den reellen Zahlen im Intervall [0, 1] in disjunkte
Teilmengen der Primzahlen konstruieren, da wir wissen, dass die Primzahlen auf jeden Fall
abzihlbar sind und die Vereinigung ihrer disjunkten Teilmengen abzéhlbar bleibt.
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Vorgehen im Beweis

reelle Zahlen
im Intervall [0, 1] natiirliche Zahlen

Das Bild einer reellen Zahl
ist eine unendhiche Folgexg

verschiedenen Pyimzahlen

aus den Ziffern der
reellen Zahl konstruiert

Ahnliche Situation

natiirliche Zahlen natiirliche Zahlen

RN
>

ungerade | gerade
Zahlen | Zahlen
L >

Bijektive

Bild 1

Vergleich: Es scheint, dass es doppelt so viele natiirliche Zahlen gibt wie die geraden Zahlen.
Mit der Abbildung n — 2n kann man jedoch zeigen, dass die beiden Mengen ,,gleichméchtig*
sind.

Parallel dazu existiert der Trugschluss, dass die Méachtigkeit der reellen Zahlen groBer ist als
die der natiirlichen Zahlen, wenn die Cantorsche Zahl ¢ so konstruiert werden kann, dass sie
nicht in der Aufzdhlung vorkommt.

Um zu beweisen, dass das Intervall [0, 1] und N gleichmichtig sind, obwohl die Cantorsche
Zahl c gebildet werden kann, werden wir bei dieser oben genannten Injektion alle Ziffern
einer jeden reellen Zahl im Intervall [0, 1] benutzen und sicherstellen, dass jede benutzte
Primzahl nur einmal benutzt wird (es gibt auch abzédhlbar unendlich viele Primzahlen, die
nicht benutzt werden).
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Damit ist die Michtigkeit der reellen Zahlen im Intervall [0, 1] gleich der Méchtigkeit einer
Teilmenge der Primzahlen. Und diese Teilmenge der Primzahlen ist abzéhlbar.

Die Abzidhlbarkeit der reellen Zahlen folgt also aus der Abzdhlbarkeit der Primzahlen, ohne
dass wir eine explizite ,,Aufzdhlung® der reellen Zahlen priasentieren miissen.

Das heifit: aus den Ziffern einer reellen Zahl im Intervall [0, 1] konnen wir die Information
nicht erhalten, die wievielte reelle Zahl sie ist. Wir konnen aus den Ziffern jedoch eine
eindeutige Primzahlenfolge konstruieren, die ein zweites Mal nicht vorkommt.

Auf unseren konstruktiven Beweis ist also das Cantorsche Diagonalverfahren 2. Art nicht
anwendbar.

Ubersicht:

Jeder reellen Zahl
X = 0.XXpX5... Xy ..

aus dem Intervall [0, 1], rational oder irrational, (bei abbrechenden Zahlen wie 0.5 wird die
Zahl mit unendlich vielen Nullen nachgefiillt) ldasst sich eine unendliche Folge von
Anfangsstiicken

(0.xy, 0.X,X5, 0.X;XX5, ..., 0.X;X,X5.. . X5 +.)

zuordnen. Wir ordnen, in jedem Schritt k, den Elementen dieser Folgen, Ziffer fiir Ziffer,
verschiedene Primzahlen zu. Wenn wir dann k gegen unendlich laufen lassen, erhalten wir auf
der einen Seite die unendliche Folge der Anfangsstiicke einer jeden reellen Zahl und auf der
anderen Seite und fiir jede reelle Zahl eine unendliche Folge von verschiedenen Primzahlen.

Die hiermit erzeugte Injektion in die Primzahlen wird durch weitere Zufallsverteilung der
Primzahlen ergédnzt, weil wir vermeiden wollen, dass bei dieser Injektion reelle Zahlen mit
gleichen Anfangsstiicken gleiche Primzahlen als Bild erhalten.

Dabei stort es auch nicht, dass eine abbrechende Zahl wie 0.5 und eine nicht abbrechende
Zahl wie 0.4999... den gleichen Wert darstellen. Diese Zahlen kommen als zwei verschiedene
Folgen

(0.5, 0.50, 0.500, 0.5000, ...) und (0.4, 0.49, 0.499, 0.4999, ...)

vor und werden zwei verschiedenen Primzahlenfolgen zugeordnet.

Es werden zweidimensionale unendliche Matrizen []x definiert, die aus jeweils verschiedenen
Primzahlen bestehen und fiir verschiedene ks relativ zueinander disjunkt sind.

Sind zwei reelle Zahlen x und y aus dem offenen Intervall (0, 1) verschieden, so gibt es eine
n-te Ziffer nach dem Komma, wo sie zum ersten Mal bei dieser Ziffer verschieden sind. Ab
diesem n werden die Primzahlen fiir alle Ziffern der beiden Folgen verschieden. Die
Randwerte ,,0* und ,,1° miissen sonder behandelt werden.

Die reellen Zahlen im Intervall [0, 1] sind abzihlbar weil wir fiir jede dieser Folgen eine — zu
allen anderen Folgen mengenmifig disjunkte — Folge von verschiedenen Primzahlen
konstruieren konnen. Die Gesamtheit der Elemente dieser disjunkten Folgen kann maximal
die Michtigkeit aller Primzahlen besitzen, und diese Machtigkeit ist die gleiche wie N.

In dem zweiten Teil der Arbeit, der als Anhang prisentiert wird, wird die Idee aufgegriffen,
dass die reellen Zahlen im Intervall [0, 1] abzéhlbar, vermutlich jedoch ,,unscharf* sind. Der
Begriff wird definiert und Beispiele von unscharfen Mengen gezeigt.
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Definition 1: Die Mengen A, : Seien
A, :={0.x,;; wobeix, =0, 1,2,3,...,9},
A, :={0.x,x,; wobei x, x,=0,1,2,3, ..., 9},
A5 = {0.x,X,X5; wobei x|, X,, X; =0, 1,2, 3, ..., 9},

ceey

A = {0.X,X,X5...X,; Wobel X, X5, X5, ..., X, =0,1,2,3,...,9}, ke N.

(In dieser Arbeit betrachten wir N = {1, 2,3, ...}, also 0 ¢ N).

,Darstellungen* von reellen Zahlen als Element des halb offenen Intervalls [0, 1) mit einer,

zwei, drei, ... bzw. k Stellen nach dem Komma. Es ist ersichtlich, dass A, 10X Elemente
besitzt, ndmlich die k-stelligen Darstellungen

0.000...000,

0.000...001,

0.000...002,

0.999...997,

0.999...998,

0.999...999.

Definition 2: Die Matrizen [[1, [I2, ]3, ... von Primzahlen

Im Folgenden verwenden wir ,,[]* statt ,,{}* zur Definition von Mengen und Matrizen, bei
denen die Reihenfolge von Elementen eine Rolle spielt. Die Inklusion, Vereinigung und der
Durchschnitt von diesen Mengen sind entsprechend definiert.

Sei die Menge der Primzahlen
P:=[t,t,t,...1:=[2,3,5,... ]

Wir konstruieren fiir alle ke N eine 2dimensionale unendliche Matrix folgendermafen:

Hk = [pki,j L,j=1,2, 3,...]

(k, i und j sind Indizes, wobei i der Zeilenindex und j der Spaltenindex der Matrix ist)

V(keN) V(ieN) V(jeN): pki,j — t (t(t )i)j
k

Auf der linken Seite der Gleichung sind k, i und j Indizes
Auf der rechten Seite der Gleichung ist k ein Index, i und j sind Potenzen.

Das heil3t, jedes pki’j ist eine Primzahl, die so bestimmt wird, dass man als erstes t; bestimmt

und zur Potenz 1 nimmt und das Resultat als Index fiir eine Primzahl verwendet, die dann zur
Potenz j genommen wird und dieses Resultat als Index verwendet und die entsprechende
Primzahl bestimmt. Detailliert:
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Bei k = 1 (einige Zeilen von []1):

[P s Pl ios Pl i +oe 12 [t tos s typs g - ] = [5,23, 103,419, 1543, ... ],

[P 15 Plass Plags -+ 1= [t tyor ussbsontigsore- 1 = [17,227, 2309, 21391,185707.... 1,
(P50 Plyas Plag -r 1= [tigs g t6859, tisos -1 =167,2437, 69031, 1731659, ... ],
[Py 15 Plans Plass -+ 1= [ts3s Eogoon Lraggrys -+ | = [241, 25469, 1999121, ... ],

D505 Pls2s Plss -+ 1= (6305 tiyr1s Eooasoors +-- | = [739, 189913, 36762821, ... ],
[Pls1s Ploas Ploss -+ 1= 6511 togrors Gaoosonzs -1 = [2063, 1253831, 574878463, ... 1,
[P 15 Py Plyas -+ 1= 6100 sogonts Grngooser - 1 = [3441, 7637719, 8089190519, ... 1,
[P'g.15 Pgos Plgss - 1= [tigro bganrgns «- | = [13693, 43292783, ... ],

[Plo.1s Ploas Plos -+ 1= [tsgy1s tiaargaars - ] = [34351, 246074911, ... ],

Bei k = 2 (einige Zeilen von []2):

D% 1 D% P o 1= [, by Lo teass o - 1 = [11,97, 691, 4637, 28687, ... ],
(D% 1 P22 P - 1= [t3s tsngs tiargrs borogars -+ 1 = [83, 3803, 130073, 3948809, ... 1,
(D% 1 D50 D33 - 1= (103> Liosoos Liooazass -+ ] = [563, 111863, 17023271, ... ],
(D24 1 P2 P -+ 1= (a1 Liassrs bassooss -+ 1 = [2897, 2389243, 1475384873, ... |,
(D% 1» P50 Ds 3 - 1= 15435 Lyagosaor -+ | = [12959, 39078251, ... ],

(D% 1 P2 P -+ 1 = [tss100 Gioasonts - | = [54251, 582526537, ... 1,

(D% 1 P20 Py o 1 = [tignges - | =[216037, ... ],

(D% 1 Py P - | = [tsggs - | = [823553, ... ],

[P%.1> P%0.2> PPo35 - 1 = [thoogeps -+ ] =[3060931, ... ],

Bei k = 3 (einige Zeilen von []3):

[P?1 5> PP 12s PPrss oo 1= [t Eiaps Gaaps Liggaps - =[31, 661, 10957, 159521, ... ],
[P%515 PP50 PPa35 - 1 = [togs tosges Lorog73s -+ ] =[509, 97879, 14042671, ... ],
[P?3.1> PY320 PP330 - 1 = [teor> Lyrragi> Ba00303715+++ | =[5189, 7013317, 7139118013, ... ],
(P41 PP42s PPazs - 1= [tygas Gisorzeor -+ ] = [44621, 403279867... ],

[P%s.1> P50 PPs30 - 1 = [thgegys -+ ] =[333563, ... ],

[P%6.1> PY6.2> PPg3s - 1 = [t1715005 -+ ] =[2329891, ... ],

(P15 PP70 PP735 - 1 = [togygsys -+ ] =[15399959, ... ],

Bei k = 4 (einige Zeilen von []4):

D% 15 D1 P 3s o 1= [tigs bogor taorss gasans - 1 = [39, 1879, 47657, 1069603, ... 1,
[P0 P2z Prags -+ 1= [ty tsisoon Crrgorogss -+ 1 = [1433, 632483, 211831567, ... 1,
D% 15 P30 P30 o 1= [ys00 Esazragss - ] = [20441, 92095973, ... ],

[P0 PYans Prass - 1= [tr1300 tasrsmaggrs - ] = [241981, 10058081567, ... ],

Bei k =5 (einige Zeilen von []5):

D% 1 %o D oo 1= [1s togrs bagmons Goapsarse 1 = [127, 7573, 347707,14221873,... ],
[D% 1 Do D - 1= [teors Lugonts bagssomrsts - 1 = [4943, 6376429, 6208617887, ... ],
(D% 1 P52 Dy -+ 1 = [ti0957s Liagosssass - | = [115901, 2469982079, ... ],

(P15 P42r PPazs - 1= [tiso50p5 -+ ] =[2153939, ... ],
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Lemma:

a) V(k e N) [Ik besteht ausschlieBlich aus verschiedenen Elementen,

b)Vik,me NV k#zm = [k " [Im =¢.

Zu a) Es ist zu beweisen, dass p; ; # p¥,;, was auch immer i, j,, i,, j, sein mogen (wir
betrachten den trivialen Fall i,= i, und j,= j, nicht, denn in diesem Fall handelt es sich um das

gleiche Element).

Ist 1, # i), dann ist (tk)il * (tk)iz. Diese zwei Zahlen werden als Indizes fiir zwei Primzahlen
verwendet und ergeben zwei verschiedene Primzahlen. Nach der j, und j, Potenzierung
ergeben sich wieder zwei verschiedene Primzahlen (auch dann wenn j, und j, gleich sind).

Ist i, = i, und j, # j,, dann ist (t)1 =(t) Diese zwei Zahlen ergeben zwei gleiche
Primzahlen, die dann zur verschiedenen Potenzen j, und j, genommen werden und ergeben
zwel verschiedene Primzahlen.

Zu b) Es ist zu beweisen, dass fiir k # m gilt: pkil i = P™y o

Ist k # m, dann ist t, #t_, und (t)" # (t )2, was auch immer i, und i, sein mogen. Diese

beiden Zahlen werden als Index fiir Primzahlen benutzt, und ergeben zwei verschiedene
Primzahlen, die dann zur weiteren j,- und j,-Potenzierung genommen werden und ergeben

zwei neue verschiedene Indizes (auch dann wenn j, und j, gleich sind) fiir weitere Primzahlen.
Diese sind entsprechend verschieden.

Satz 1: Die reellen Zahlen sind abzihlbar.

Beweis: Seien A, A,, A,, ..., A, die Mengen aller 1-, 2-, 3-, ... und k-stelligen Darstellungen
entsprechend der Definition 1.

Wir werden eine Formel angeben, die in jedem k-ten Schritt, k verschiedene Primzahlen aus
der Matrix []x fiir die ersten k Ziffern nach dem Komma einer jeden reellen Zahl aus dem
Intervall [0,1] berechnet. Dies scheint ein wenig Verschwendung der Primzahlen zu sein,
denn fiir die gleichen Ziffern werden immer neue verschiedene Primzahlen errechnet. Die
Ratio dieser Handlung wird spiter ersichtlich.

Sind zwei reelle Zahlen aus dem offenen Intervall (0, 1) verschieden, so sind die
zugeordneten Primzahlen fiir diese zwei Zahlen von einander verschieden (die zwei
Randwerte Null und Eins werden als Sonderfall behandelt).

Dies geschieht, indem wir bei der Primzahl pki,j € [Ix der Definition 2 die Zahlen

k (fiir k-ten Schritt: Betrachtung von k Ziffern gleichzeitig),
i (die aus den k-Ziffern gewonnene ganze Zahl +1) und
J (Ziffernzahl zwischen 1 und k)
festschreiben.
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Wir erinnern daran, dass die Matrizen

L, I I, ..., [ ...

2dimensionale unendliche Matrizen sind. Diese Matrizen sind fiir

1-stellige, 2-stellige, 3-stellige, ..., k-stellige, ...

Zahlen reserviert.

Wir benutzen
1 Spalte der Matrix []i,
2 Spalten der Matrix []»,
3 Spalten der Matrix [ 3,

k Spalten der Matrix [ [«

und so weiter. Da diese Matrizen paarweise disjunkt sind, ist sicher gestellt, dass beim
Fortschreiten vom Schritt k (k Stellen) auf Schritt k+1 die Primzahlen der Matrix [[x nicht
mehr benutzt werden, sondern die der Matrix [ [x+1 und diese sind vollig andere Primzahlen.

Eine einfache Zuordnung der Elemente der Mengen A, zu den Elementen der Matrizen []x

reicht nicht, weil wir in einer derartigen Zuordnung nicht nur die abbrechenden Zahlen
beriicksichtigen mochten, sondern auch eine Zuordnung fiir Zahlen wie e/10 und 0.4999...
mit unendlich vielen Ziffern anstreben, die nur mit einer unendlichen Folge von Zuordnungen
befriedigt werden konnen. Um keine Sonderbehandlung fiir die abbrechenden Zahlen wie 0.5
zu erzeugen, werden wir diese mit unendlich vielen Nullen (0.5000...) nachriisten und daraus
eine unendliche Folge von Anfangsstiicken der abbrechenden Zahl erstellen:

(0.5, 0.50, 0.500, 0.5000, ...)

Innerhalb der Matrix [[; benutzen wir (im Schritt k=1, 2, 3, 4, ...) der Reihe nach

10, 10%, 10%, 104, ... Zeilen.

Innerhalb der Matrix []> benutzen wir (im Schritt k=2, 3, 4, ...) der Reihe nach

102, 103, 104, ... Zeilen.

Innerhalb der Matrix [[3 benutzen wir (im Schritt k=3, 4, ...) der Reihe nach

103, 10%, ... Zeilen.

und so weiter.

Seite 8 von 20



1 Spalten > i 1 2 Spalten > | 123 Spalten\l.

=
- = S
[} [} (=]
[ (=] [l
S S S
| Y Y
| Y Y Y
8 5 5
R3] 5} )
Y IT, Y IL Y I,
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Wir benutzen auch eine Technik, die wir ,,Riickwirtsvergro3erung® nennen:
Im Schritt k = 1 haben wir mit den Elementen von A, zu tun und diese sind 10! Stiick.

Deshalb benutzen wir 10! Zeilen von der Matrix [];.

Im Schritt k = 2 haben wir mit den Elementen von A, zu tun und diese sind 10? Stiick.

Deshalb benutzen wir 10? Zeilen von der Matrix []»; wir gehen einen Schritt zuriick und
vergroBern die Benutzung der Matrix [ auch auf 10? Zeilen.

Im Schritt k = 3 haben wir mit den Elementen von A; zu tun und diese sind 10° Stiick.

Deshalb benutzen wir 10 Zeilen von der Matrix []3; wir gehen zuriick und vergroBern die
Benutzung der Matrizen [ und []> auch auf 103 Zeilen.

Im Schritt k haben wir mit den Elementen von A, zu tun und diese sind 10* Stiick. Deshalb

benutzen wir 10% Zeilen von der Matrix [[x; wir gehen zuriick und vergroBern die Benutzung
der Matrizen [, [, I 13, ..., [Ix-1 auch auf 10* Zeilen.

Und so weiter.
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Die Verteilung der Primzahlen bei der RiickwirtsvergroBerung 16st das Problem der
Primzahlenzuordnung fiir Zahlen mit gleichen Anfangsstiicken: Zahlen wie 0.27100... und
0.27200..., obwohl verschieden, besitzen ein Anfangsstiick, (0.27), das bei beiden Zahlen
gleich ist.

Jedes Computerprogramm, das fiir die beiden Zahlen die Primzahlen berechnen will, muss
zunéchst einmal fiir die ersten zwei Stellen gleiche Primzahlen berechnen. Erst bei der dritten
Stelle berechnet das Programm drei verschiedene Primzahlen fiir die eine reelle Zahl (0.271)
und drei andere verschiedene Primzahlen fiir die andere reelle Zahl (0.272). Denn erst bei der
dritten Stelle kann das Programm feststellen, dass die beiden Zahlen verschieden sind.

Und da wir die Primzahlen bei jedem Schritt fiir alle Ziffern neu berechnen (hier ist die
Ratio), werden ab dieser dritten Stelle verschiedene Primzahlen den Ziffern von 0.271 und
0.272 zugeordnet. Die Verschiedenheit der Primzahlen setzt sich ab dieser dritten Stelle
durch. Das heil}t, bei der vierten (fiinften, ...) Stelle werden die Primzahlen verschieden
errechnet, auch dann, wenn diese Ziffern (vierte, fiinfte, ...) gleich sind. ,,Einmal
verschiedene Ziffern* fithrt zu ,,immer verschiedene Primzahlen®.

Nun miissen wir etwas tun, damit die Primzahlen vor dieser dritten Stelle auch verschieden
gewdhlt werden konnen, obwohl diese am Anfang gleich gewihlt worden sind. Und hier greift
die ,,Verteilung®, die wir bei der Riickwértsvergrolerung benutzen.

*
Und nun die Zuordnungsformel: Sei x = 0.X,X,X;...X,... eine feste reelle Zahl als Element des
offenen Intervalls (0, 1), rational oder irrational (bei abbrechenden Zahlen wird die Zahl mit
unendlich vielen Nullen nachgefiillt). Wir betrachten die ersten k Ziffern nach dem Komma
0.X,X,X5...X,. Dann ist

X,+1 eine Zahl zwischen 1 und 10!,
XXy +1 eine Zahl zwischen 1 und 102,
X X,X5+1 eine Zahl zwischen 1 und 10,

ceey

X X,X;5...X+1  eine Zahl zwischen 1 und 10~

Diese Zahlen benutzen wir als Zeilenindex i1 bei der Primzahlenwahl von pki’j. Der
Spaltenindex j ldauft zwischen 1 (1. Ziffer) und k (k-ter Ziffer).

Die Zuordnung in Schritt k = 1 (1 Primzahl fiir die Ziffer 1):

0.x;: Plixj+0)1-

Die Zuordnung in Schritt k = 2 (2 Primzahlen fiir die Ziffern 1 und 2):

. 2 2
0.X,X,: P (xyxp+1),10 P (x x0+1).2¢

Die Zuordnung in Schritt k = 3 (3 Primzahlen fiir die Ziffern 1, 2 und 3):

: 3 3 3
0.XX,X3: P7(x1xox3+1), 10 P~ (xx0x3+1).2> P~ (x| x0x3+1),3"

Die Zuordnung in Schritt k (k Primzahlen fiir die Ziffern 1, 2, 3, ... und k):

: k k k k
0.X%oX50 - Xih PN xoxgee xib D10 P (xgxoxs.xib D20 P (xpxoxg. qeb 1.3 > Pl (xpxoxg.. xjet 1.k

Bemerkung: Die Randelemente ,,0 und ,,1* miissen sonder behandelt werden.
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Bevor wir mit den allgemeinen Schritten beginnen, einige Beispiele:
Beispiel 1: Die Primzahlenfolgen fiir die Zahlen 0.271000... und 0.272000... :

0.2: (')

0.27: (P228,1’ P228,2)

0.271: (P*y70.1s PYa7a2s PPa723)

0.2710:  (P*y11.10 Prari10 Pharirs PYavira)

0.2:
0.27:
0.272:
0.2720:

')
(P228,1’ P228,2)
(p3273,1’ P3273,2’ p3273,3)

4 4 4 4
(P*2721.10 P*a721.20 PYo721 30 PYamoa)

Beispiel 2: Zwei Zahlen, die als Grenzwert gleich sind, jedoch zwei verschiedene

Primzahlenfolgen besitzen:
0.49999... und 0.50000... :

0.4: (s
0.49: (50,15 P?50,2)
0.499:  (P%s500.1> P>500.2> P>500.3)

. 4 4 4 4
0.4999:  (P"5000,1> P"5000,2> P"5000,3+ P"5000,4)
. 5 5 5 5 5
0.49999:  (P”50000.1> P”50000.2> P”50000.3> P”50000.4> P”50000.5)

0.5: (p16,1)
0.50: (51,15 P%510)
0.500: (p3501,1, P3501,2’ P3501,3)

. 4 4 4 4
0.5000:  (P*5001.1- P*5001.2: P"5001.3> P™5001.4)
. 5 5 5 5 5
0.50000:  (P°50001.1> P”50001.2> P”50001.3> P”50001.4> P”50001.5)

Nun allgemein, die Schritte:
Schritt k = 1:

Wir benutzen die ersten10' Zeilen und 1 Spalte der Matrix []i. Diese Primzahlen verteilen

wir mit der Formel:

Pl(x1+1 )1
auf die Ziffern der Elemente von A,. Jede Ziffer (nach dem Komma) eines jeden Elements

von A, erhélt 1 Primzahl:

0.0:
0.1:
0.2:

0.8:
0.9:

(pl 1,1)7
(p12,1)7
(p13,1)’

o

(p19,1)7

(P110,1)-
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Pl 1. ply 1. P13 g0 oo Plg 10 Plyg 1 sind Namen fiir jeweils 1 Primzahl. Im néichsten Schritt
erweitern wir die Primzahlen so, dass diese Namen (Reprdsentanten) fiir jeweils 10
Primzahlen stehen. Im darauf folgenden Schritt stehen sie fiir 100 Primzahlen, danach
stehen sie fiir 1000 Primzahlen und so weiter. Am Ende, wenn wir k gegen unendlich
laufen lassen, stehen die Namen fiir jeweils abzdhlbar unendlich viele Primzahlen.

Schritt k = 2:
Wir benutzen die ersten 100 Zeilen und 2 Spalten der Matrix [].. Diese Primzahlen
verteilen wir mit der Formel:

P2(x1x2+1),1’ pz(x1x2+1),2

auf die Ziffern der Elemente von A,. Jede Ziffer (nach dem Komma) eines jeden Elements
von A, erhilt 1 Primzahl:

0.00: (p?1 1, %1 0):
0.01: (p?y 1, P%0):
0.02: (p23’1, p23’2),
0.98: (p%99, 1. P?99.2)-
0.99: (p?100,1- P*100,2)-
P21 1, P?12: P?210 P?220 ---» P100,1» P?1002 Sind Namen fiir jeweils 1 Primzahl. Im

nichsten Schritt erweitern wir die Primzahlen so, dass diese Namen (Représentanten) fiir
jeweils 10 Primzahlen stehen. Im darauf folgenden Schritt stehen sie fiir 100 Primzahlen,
danach stehen sie fiir 1000 Primzahlen und so weiter. Am Ende, wenn wir k gegen
unendlich laufen lassen, stehen die Namen fiir jeweils abzdhlbar unendlich viele
Primzahlen.

RiickwirtsvergroBerung: Das Ziel ist 100 Stiick Folgen aus rationalen Zahlen
(0.x4, 0.x,x,)

zu erzeugen und verschiedenen Primzahlen zuzuordnen. Wir haben soeben 100 Stiick
,0.X,X," den Primzahlen zugeordnet.

Wir gehen einen Schritt zuriick, und benutzen 100 Zeilen und 1 Spalte der Matrix [];. Die
neu hinzu gekommenen Primzahlen verteilen wir jetzt gleichméBig, sonst willkiirlich auf
die Ziffern der Elemente von A, (die alten Primzahlen bleiben bestehen).

Jede Ziffer eines jeden Elements von A, erhilt nun 10 verschiedene Primzahlen (Eine alte
Primzahl bleibt bestehen und neun neue Primzahlen kommen hinzu). P |, pl5 1, pl5 . ...,
plo 1. p'1o,1 sind Namen (Reprisentanten) fiir jeweils 10 Primzahlen.

0.2 ist z.B. ein Element von A,. 0.2 braucht 10x1 Primzahlen, weil bei A, 10 Zahlen mit
0.2 beginnen, nimlich 0.20, 0.21, 0.22, ..., 0.29.
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0.00 P, ’pi2
0.01 p;,l ’p§,2
0.02 p§,1 ’ p§,2 §‘
=
=
=
_ =
2
N
0.97 Py o Plog S
0.98 Py » Pl
0.99 pfoo,l’ p%00,2 Y
0.0 1
P14 =
Namen &
0.1 p;,l fiir S .S
s jeweils = E5 E
10 TS
Primzahlen S
0.9 pio,l N
9 Mal | 0.0 P §n‘20 S
=
9 Mal | 0.1 p SIEEES
. ek
9 Mal | 0.9 p Y

Riickwirtsvergroflerung bei k = 2
Bild 2.1

Schritt k = 3:
Wir benutzen die ersten 1000 Zeilen und 3 Spalten der Matrix []s. Diese Primzahlen
verteilen wir mit der Formel:

p3(X1X2X3+1),1’ P3(x1x2)<3+1),2’ P3(x1x2><3+1),3
auf die Ziffern der Elemente von A;. Jede Ziffer (nach dem Komma) eines jeden Elements
von A, erhilt 1 Primzahl:

0.000: (P31, P32 P31 3):
0.001: (P32,1’ P32,2’ P32,3)’
0.002: (33, P332 PI33):

ey

0.998:  (pP999 1 P2999.2 P2999 3):
0.999:  (p31000.1- P*1000.2: P*1000.3)-
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P31,1, p31,2, p31,3, vy p31000,1, p31000,2, p31000,3 sind Namen fiir jeWCﬂS 1 Primzahl. Im
nichsten Schritt erweitern wir die Primzahlen so, dass diese Namen (Représentanten) fiir
jeweils 10 Primzahlen stehen. Im darauf folgenden Schritt stehen sie fiir 100 Primzahlen,
danach stehen sie fiir 1000 Primzahlen und so weiter. Am Ende, wenn wir k gegen
unendlich laufen lassen, stehen die Namen fiir jeweils abzdhlbar unendlich viele
Primzahlen.

RiickwirtsvergroBerung: Das Ziel ist 1000 Stiick Folgen aus rationalen Zahlen

(0.x, 0.X;X,, 0.X,X,X5)

zu erzeugen und verschiedenen Primzahlen zuzuordnen. Wir haben soeben 1000 Stiick
,»0.X;X,X; den Primzahlen zugeordnet.

Wir gehen einen Schritt zuriick, und benutzen 1000 Zeilen und 2 Spalten der Matrix []».
Die neu hinzu gekommenen Primzahlen verteilen wir jetzt gleichmiBig, sonst willkiirlich
auf die Ziffern der Elemente von A, (die alten Primzahlen bleiben bestehen).

Jede Ziffer eines jeden Elements von A, erhilt nun 10 verschiedene Primzahlen (Eine alte
Primzahl bleibt bestehen und neun neue Primzahlen kommen hinzu). le’ 1s p2 1.2 p22’1,
p22’2, oo P2100,1’ P2100,2 sind Namen (Reprisentanten) fiir jeweils 10 Primzahlen.

0.25 ist z.B. ein Element von A,. 0.25 braucht 10x2 Primzahlen, weil bei A; 10 Zahlen mit
0.25 beginnen, ndmlich 0.250, 0.251, 0.252, ..., 0.259.

Wir gehen noch einen Schritt zuriick und benutzen 1000 Zeilen und 1 Spalte der Matrix [];
Die neu hinzu gekommenen Primzahlen verteilen wir jetzt gleichmiBig, sonst willkiirlich
auf die Elemente von A, (die alten Primzahlen bleiben bestehen).

Jede Ziffer eines jeden Elements von A, erhilt nun 100 verschiedene Primzahlen (Zehn
alte Primzahlen bleiben bestehen und neunzig neue Primzahlen kommen hinzu). Pll,l’
p'51.P'3.15 - Plg 1. P'1g,1 sind Namen fiir jeweils 100 Primzahlen.

0.2 ist z.B. ein Element von A,. 0.2 braucht 100x1 Primzahlen, weil bei A; 100 Zahlen mit

0.2 beginnen, nimlich 0.200, 0.201, 0.202, ..., 0.299.
U.S.W.

Schritt k:

Wir benutzen die ersten 10% Zeilen und k Spalten der Matrix [[x. Diese Primzahlen
verteilen wir mit der Formel:

pk(x1x2x3...xk+1),1’ pk(x1x2X3...xk+1),2’ pk(x1x2X3...xk+1),3’ e pk(x1x2x3...xk+1),k
auf die Ziffern der Elemente von A,. Jede Ziffer eines jeden Elements (nach dem Komma)
von A, erhilt 1 Primzahl.
Pkl,l’ Pkl,z, pk1,3, oo pkl,k’ sz,p ; pkzyz, pk2,3, - pkz’k, ... sind Namen fiir jeweils 1
Primzahl. Im nichsten Schritt erweitern wir die Primzahlen so, dass diese Namen
(Reprisentanten) fiir jeweils 10 Primzahlen stehen. Im darauf folgenden Schritt stehen sie
fiir 100 Primzahlen, danach stehen sie fiir 1000 Primzahlen und so weiter. Am Ende, wenn

wir k gegen unendlich laufen lassen, stehen die Namen fiir jeweils abzdhlbar unendlich
viele Primzahlen.
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RiickwiirtsvergroBerung: Das Ziel ist 10% Stiick Folgen aus rationalen Zahlen

(0.x,, 0.X;X,, 0.XX5X3, ..., 0.XX,X3...Xy)
zu erzeugen und verschiedenen Primzahlen zuzuordnen. Wir haben soeben 10% Stiick
»0.XX,X5...X,“ den Primzahlen zugeordnet.

Wir gehen zuriick, in dem wir nun 10% Zeilen der Matrizen [lk.1, [lk2, ..., ITo, I
benutzen.

Die 10% Primzahlen von []k.i verteilen wir gleichmiBig sonst willkiirlich auf die Ziffern
der Elemente von A, ;. Alte Primzahlen bleiben bestehen und neue Primzahlen kommen
hinzu.

Die 10% Primzahlen von []x verteilen wir gleichmiBig sonst willkiirlich auf die Ziffern
der Elemente von A, ,. Alte Primzahlen bleiben bestehen und neue Primzahlen kommen

hinzu.

ceey

Die 10* Primzahlen von []2 verteilen wir gleichmiBig sonst willkiirlich auf die Ziffern der
Elemente von A,. Alte Primzahlen bleiben bestehen und neue Primzahlen kommen hinzu.

Die 10% Primzahlen von []; verteilen wir gleichmiBig sonst willkiirlich auf die Ziffern der
Elemente von A,. Alte Primzahlen bleiben bestehen und neue Primzahlen kommen hinzu.

U.S.W.

Nun der Grund fiir Riickwirtsvergroferung alleemein gehalten: Wenn wir vom Schritt k-1 auf
Schritt k fortschreiten, vergroBert sich die Anzahl der Zahlen von 10%! bei A, auf 10 bei A,.

Jedes Element in A, ; kommt auch in A, vor und zwar folgend mit einer O, 1, 2, ..., 8, 9. Wir
brauchen also fiir A, ; im k-ten Schritt 10 Mal mehr Primzahlen als es im (k-1)-ten Schritt
bekannt war.

Um mit Anforderungen von A, Schritt zu halten, miissen wir also zuriickkommen und die

Benutzung der Matrizen [T.1, [Tk, ..., [ 12, [1i auf 10* vergroBern, wenn wir wollen, dass alle
Zuordnungen von der Menge A, bis zur Menge A, | auch beim k-ten Schritt Bestand haben

und verschiedene Primzahlen liefern.
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Wenn wir k gegen unendlich laufen lassen, erzeugen wir auf der einen Seite fiir jede reelle
Zahl x = 0.x,X,X3...X... € [0,1], rational oder irrational, eine unendliche Folge

(0.x, 0.X;X,, 0.XX5X3, +..y 0.XXX5. .. Xy, 20)

und auf der anderen Seite und korrespondierend zu dieser Folge die unendlichen Folgen von
verschiedenen Primzahlen

(als Namen fiir abzihlbar unendlich viele Primzahlen)

Pl(x1+1),1

2 2
P (x1x0+1),1> P7(x1x9+1),2

3 3 3
P (x1xpx3+1),1> P7(x1x0x3+1),2> P7(x1x0x3+1),3

k k k k
P (X1X2X3...Xk+1),1> p (X1X2X3...Xg+1),2> P (X1X2X3...Xk+1),3 > == P (X1x2X3...Xk+1).k

Keine reelle Zahl wird ausgelassen und keine Ziffer einer reellen Zahl wird unangesprochen
bleiben (Die Randwerte ,,0 und ,,1* miissen sonderbehandelt werden).

Da jede reelle Zahl nur abzidhlbar unendlich viele Ziffern besitzt, reichen die abzihlbar
unendlich viele Primzahlen in jedem [« aus, um fiir jedes beliebige Anfangsstiick einer jeden
reellen Zahl bei den RiickwirtsvergroBerungen verschiedene Primzahlen zu reservieren. Denn
alle A, s zusammen sind abzéhlbar unendliche Vereinigung endlicher Mengen, also abzéhlbar.

Wenn zwei reelle Zahlen x und y aus dem offenen Intervall (0, 1) verschieden sind, dann gibt
es eine n-te Ziffer, bei der sie zum ersten Mal verschieden werden. Ab diesem n werden alle
Primzahlen nach der obigen Formel verschieden (vor diesem n greifen die
Riickwirtsvergroerungen) und die Mengen der Primzahlen fiir die beiden Zahlen x und y
sind disjunkt.

Und wenn es mehr als zwei Zahlen aus dem offenen Intervall (0, 1) gibt (egal wie viele sie
sind), die das gleiche Anfangsstiick haben (m Ziffern gleich), aber verschieden sind, dann
sind sie untereinander, je zwei, bei irgendeiner n-ten Ziffer verschieden. Und wenn wir n von
m+1 angefangen, gegen unendlich laufen lassen, dann sind alle Ziffern dieser Zahlen
angesprochen worden, und sie selbst haben letztlich disjunkte Mengen an Primzahlen.

Die Primzahlen die wir benutzten, konnen wir als eine Menge E betrachten

E:= O (Primzahlen benutzt in Schritt k) c O [IkcPcN

k=1 k=1
Wenn wir k gegen unendlich laufen lassen, verlieren wir auch die Eigenschaft nicht, dass alle
Elemente der Mengen A, A,, A;, ..., Ay zu jedem Zeitpunkt k fiir alle Anfangsstiicke
verschiedene Primzahlen erhalten haben. Jede endliche Folge von Anfangsstiicken in A, bis
A, wichst zu einer verschiedenen reellen Zahl vom Intervall [0,1), dargestellt durch die

unendliche Folge seiner Anfangsstiicke, eingemauert durch seine abzdhlbar unendlich vielen
Ziffern in verschiedenen Primzahlen, die nur einmal verwendet worden sind.
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Als Zugang zu unserem unendlichen Prozess des Beweises haben wir eben keinen anderen
unendlichen Prozess als die oben beschriebene RiickwértsvergroBerung. Und dieser Prozess
liefert fiir alle reellen Zahlen disjunkte Mengen von Primzahlen.

Die Menge der Primzahlen ist abzédhlbar. Also muss das Intervall [0,1] entsprechend
abzdhlbar sein, wenn jedes seiner Elemente mit einer unendlichen Primzahlenfolge abgezihlt
worden ist, deren Mengen der Elemente disjunkt sind.

Q.E.D.

Bemerkung 1: Die zwei Randwerte ,,0° und ,,1* miissen sonder behandelt werden, da sonst
die Primzahlenfolgen fiir diese zwei Zahlen gleich berechnet werden.

Bemerkung 2: Wir haben im Beweis keine Aufzihlung der reellen Zahlen im Intervall [0, 1]
benotigt. Eine Diagonalisierung nach Cantor kann deshalb nicht stattfinden.

Bemerkung 3: Jede bekannte Aufzihlung, die behaupten will, sie sei die vollstidndige Liste der
reellen Zahlen im Intervall [0, 1] ist nach dem Satz von Cantor unvollstindig. Die
Unvollstiandigkeit der Liste hat logisch mit der Abzihlbarkeit der reellen Zahlen nichts zu tun.
Die reellen Zahlen im Intervall [0, 1] sind abzidhlbar, wir konnen sie jedoch nicht in Form
einer Liste darstellen. Sie sind ,,unauffaltbar. Der Beweis von Cantor ist der Beweis der
Unauffaltbarkeit der reellen Zahlen und nicht der Beweis, dass die Méachtigkeit der reellen
Zahlen im Intervall [0, 1] groBer ist als die Michtigkeit der natiirlichen Zahlen.

Bemerkung 4: Wenn wir betrachten, dass Q dicht in R liegt, dann ist die Abzédhlbarkeit von
den reellen Zahlen anschaulich klarer. Denn zwischen je zwei rationalen Zahlen liegt eine
irrationale Zahl und umgekehrt zwischen je zwei irrationalen Zahlen liegt eine rationale Zahl,
egal wie dicht diese zwei Zahlen zu einander sind. Diese Symmetrie spricht fiir die
Abzihlbarkeit der reellen Zahlen.

Bemerkung 5: Wenn wir den Wert und die Dezimalbruchentwicklung einer reellen Zahl wie
die Zahl % 0 bis zur Ziffer k betrachten, sind diese bei der k-ten Stelle nicht , fertig®. Genau

so ist auch die Primzahlenfolge fiir diese Zahl bei keinem festen k so fertig, dass wir sie haben
konnten.

Wenn wir von der Ziffer k auf Ziffer k+1 fortschreiten, dndert sich der Wert der Zahl, wenn
die (k+1)-te Stelle nicht Null ist. Die ersten k Ziffern der Dezimalbruchentwicklung bleiben
gleich. Bei den Primzahlenfolgen ist es nicht so. Diese sind beim Fortschreiten von Schritt k
auf Schritt k+1 teilweise andere Primzahlen. Der Name (Reprisentant) dieser Primzahlen
bleibt jedoch gleich.

Bemerkung 6: Der Unentscheidbarkeitsbeweis von Cohen ist basiert auf der
Uberabzihlbarkeit der reellen Zahlen und hiermit unnétig geworden. Das erste Hilbert
Problem ist dennoch gelost: Es gibt in der Tat keine Menge S mit der Eigenschaft:

INI < ISI < 12N = IR,
da die beiden Mengen N und R die gleiche Michtigkeit besitzen.

Bemerkung 7: Die Konsequenzen aus dem Beweis sind erheblich, wenn man alleine den
Effekt im Bereich Mal3- und Integrationstheorie oder Topologie oder Mengenlehre und Logik
betrachtet.
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Bemerkung 8: Die reellen Zahlen sind abzihlbar. Nun die Frage: Was ist die 4. reelle Zahl im
Intervall (0, 1)? Was ist die 5. reelle Zahl im Intervall (0, 1)? Die Antwort heifit: Wir wissen
es nicht.

Andere Frage: Was ist der endliche Index fiir /10?7 Was ist der endliche Index fiir irgendeine
reelle Zahl im Intervall (0, 1)? Die Antwort heifit: Wir wissen es nicht.

Wir konnen die Frage ,,die wievielte Zahl?* nicht beantworten. Wir konnen jedoch fiir jede
reelle Zahl wie 0.33333... eine unendliche Primzahlenfolge konstruieren, die ein zweites Mal
bei keiner reellen Zahl vorkommt. Wir miissen uns lediglich an den Regeln der
Riickwirtsvergroerung halten. Das heilit schrittweise vorgehen und die Primzahlen den
Ziffern zuordnen:

0.3 wird der Primzahl p! 4110 [1i zugeordnet (Verteilung per Formel).

0.33 wird den Primzahlen p234,1, p234,2 in []> zugeordnet (Verteilung per Formel). Wir gehen

einen Schritt zuriick und vergroBern die Benutzung von Primzahlen von []; auf 100. Wir
verteilen die neuen Primzahlen gleichmiBig sonst willkiirlich. Insgesamt sind es 10 Zahlen
bis zu diesem Schritt, die mit 0.3 beginnen und sie erhalten 10 verschiedene Primzahlen. Der
Name fiir alle diese 10 Primzahlen ist p14,1, die darunter liegenden Primzahlen sind jedoch

verschieden.

0.333 wird den Primzahlen p355 RE P33 425 P33 4.3 in [ 3 zugeordnet (Verteilung per Formel).

Wir gehen zuriick und vergroBern die Benutzung der Primzahlen in []; und []> auf 1000. Wir
verteilen die neuen Primzahlen gleichmiBig sonst willkiirlich. Bis jetzt sind es insgesamt 100
Zahlen, die mit 0.3 beginnen und sie erhalten 100 verschiedene Primzahlen.

Wir gehen Schritt fiir Schritt diesen Weg und kommen jedes Mal zuriick und vergrofern die
Benutzung der Primzahlen. Wir haben im nichsten Schritt 1000 Zahlen, die mit 0.3 beginnen
und wir haben fiir sie 1000 verschiedene Primzahlen reserviert. Wir verteilen die neuen
Primzahlen gleichmifig sonst willkiirlich.

Die Anzahl der Schritte, die wir nehmen miissen, sind abzihlbar unendlich viele, weil eine
reelle Zahl wie 0.33333... nur abzéhlbar unendlich viele Ziffern besitzt. In jedem Schritt sind
es endlich viele Zahlen, die mit 0.3 beginnen. Und am Ende sind es abzihlbar unendlich viele
Zahlen, die mit 0.3 beginnen (abzihlbar unendlich viele endlicher Mengen).

Der 0.33333... wird am Ende, wenn wir k gegen unendlich laufen lassen, die unendliche
Folge:

1
P41
2 2
P™34,1> P7342
3 3 3
P7334,1- P7334,2: P73343
4 4 4 4
P73334,1> P'3334,2: P'3334,3- P 33344

zugeordnet. Benotigt werden abzédhlbar unendlich viele verschiedene Primzahlen fiir die
abzihlbar unendlich vielen Zahlen, die mit 0.3 beginnen. Und in []; sind abzihlbar unendlich
viele Primzahlen fiir alle 0.3°s vorhanden. Und es gibt am Ende keine Zahl, die mit 0.3
beginnt, und die gleichen Primzahlen bekommen hat. Die Namen aller dieser Primzahlen, die
den 0.3"s zugeordnet worden sind, sind gleich p! 4,1- Die darunter liegenden Primzahlen sind

jedoch abzihlbar unendlich viele verschiedene Primzahlen. Welche 0.3 welche Primzahl
erhalten hat? Dariiber wissen wir nichts, weil wir die Primzahlen teilweise per Formel und
zum grofiten Teil gleichmifBig jedoch willkiirlich verteilt haben. Fiir den Beweis der
Michtigkeit der reellen Zahlen ist diese Unkenntnis nicht relevant. Hauptsache ist, dass jede
0.3 eine verschiedene Primzahl erhalten hat.
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Anhang 1: Einleitendes Beispiel einer ,,unscharfen‘ Menge:

Um die ,,Unschirfe der reellen Zahlen zu demonstrieren, wollen wir eine einfache unscharfe
Menge aus natiirlichen Zahlen konstruieren, deren Abzihlbarkeit nicht in Frage gestellt wird.

Wir stellen uns eine abzihlbar unendliche Menge von abstrakten, Billardkugeln vor, die in
zwei Halbkugeln geteilt und durch einen Schraubenmechanismus auf und zu geschraubt
werden konnen. In jede diese Kugeln verstecken wir eine natiirliche Zahl. Wir schrauben die
Kugel zu, so dass von auflen nicht ersichtlich ist, was fiir eine Zahl drinnen ist.

Wir ordnen die Kugeln in eine beliebige Sortierung um und schreiben jeweils einen
durchgehenden Index darauf und nennen diese Menge U.
Dann ist U := [n, n,, n;, ...], die aus abzdhlbar unendlich vielen verschiedenen natiirlichen

Zufallszahlen besteht, die ,,Abstraktion* fiir eine unscharfe Menge. Dass U alle Elemente von
N erhalten hat, ist aus der Konstruktion ersichtlich.

Wenn es legitim ist, eine reelle Zahl wie m mit unendlich vielen Dezimalstellen als gegeben
und erfassbar zu betrachten, dann ist es auch legitim, sich abstrakt eine solche unendliche
Menge vorzustellen.

Eine Permutation von N, von der wir nichts iiber deren Elemente wissen, ist somit unscharf.

Anhang 2: Definition der Unschiirfe: Eine Aufzihlung U := [x,, X,, X3, ...] heiBt unscharf,

wenn man durch die Angabe der Indizes i (fiir alle i € N) die Werte x; und umgekehrt durch
die Angabe der Werte x, die Indizes i nicht berechnen kann.

Eine abzidhlbare Menge U heil3t unscharf, wenn alle Aufzéhlungen der Menge unscharf sind.

Eine Aufzihlung U := [x,, X,, X3, ...] heifit teilweise unscharf, wenn eine Teilmenge der
Aufzihlung unscharf ist.

Anhang 3: Beispiel:

Wir konnen auch eine unscharfe Menge ohne Zufallszahlen definieren. Dabei nehmen wir die
Tabelle, die beim Cantorschen Diagonal-Verfahren 1. Art (zur Abzidhlung der Elemente von
Q) erzeugt wird, zur Hilfe. Auf dieser Tabelle markieren wir (entlang der Pfeile) alle Zahlen,
die kleiner als 1 sind und zum ersten Mal vorkommen (2/4 wird nicht markiert, weil 2/4
gleich 1/2 und bereits vorgekommen ist).

1/1 —=(1/2 1/3)—-(1/4 1/5 —-1/6 1/7)—-(1/8 1/9 —-1/10 1/11—-1/12

/2/2/ 2/3/2/4/2/5/2/6 /2/7/2/8 /2/9 / / /

2/10 2/11 2/12

VO S S S S s S S

3/1 3/2 3/3 3/4 3/5 3/6 3/7 3/8 3/9 3/10 3/11 3/12

4/9 4/10 4/11 4/12
5/9 5/10 5/11 5/12

6/8 6/9 6/10 6/11 6/12

7/1 7/2 7/3 7/4 7/5 7/6 77 7/8 7/9 7/10 7/11 7/12

Erzeugung einer unscharfen Menge
Bild 3

Die Markierung erzeugt eine Tabelle, die alle rationalen Zahlen des offenen Intervalls (0, 1)
beinhaltet. Wir merken uns weiterhin die Indizes dieser Zahlen entlang der Pfeile. 1/2 ist die
erste Zahl (Index 1), 1/3 ist die zweite (Index 2), 1/4 die dritte (Index 3), 2/3 die vierte (Index
4), 1/5 die fiinfte (Index 5) und so weiter.
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Die erste Menge, die wir kreieren, ist die
(1]

als Index der ersten markierten Zahl, ndmlich 1/2. Die zweite markierte Zahl ist 1/3 und
kleiner als die erste Zahl, deshalb kommt der Index der zweiten Zahl vor dem Index der ersten
Zahl. Die zweite Menge, die wir kreieren, ist also

(2, 1]

als die Menge der Indizes der ersten zwei Zahlen, in der Ordnung der Wertigkeiten der
markierten Zahlen aufgereiht. Die dritte markierte Zahl ist 1/4 und sie ist kleiner als die
beiden ersten. Deshalb ist die dritte Menge der Indizes, die wir kreieren

[3,2,1]

als die Menge der Indizes der ersten 3 markierten Zahlen, in der Ordnung der Wertigkeiten.
Die nichste markierte Zahl ist 2/3 und grofler als alle anderen 3. Deshalb ist die nédchste
Menge

(3,2, 1,4]
u. s. w. Wenn wir den Index, der auf dieser Weise algorithmisch eingereiht wird, gegen
unendlich laufen lassen, erhalten wir eine Menge U := [n;, n,, n;, ...], als eine feste

Permutation von N, deren Gestalt niemandem bekannt ist. Man weif} nicht welche Zahl die
erste Zahl oder welche Zahl die fiinfte Zahl von U ist. Wir erhalten also eine unscharfe
Menge, die abzihlbar ist.

Anhang 4: Die Unschirfe der reellen Zahlen, unscharfe Abbildungen.

Der Beweis von Cantor besagt, dass keine Aufzdhlung der reellen Zahlen vollstindig ist. Wir
konnen aber rein symbolisch das Intervall [0, 1] als eine vollstidndige lineare Liste

X =[x, Xy, X3, ...]

schreiben, weil wir gewohnt sind, eine abzdhlbare Menge in dieser Form darzustellen. Diese
Liste kann nicht mehr diagonalisiert werden, weil wir die Ziffern der x; nicht kennen. Wir
wissen also z.B. nicht, was die 17. reelle Zahl von X ist und umgekehrt wissen wir auch nicht,
welchen endlichen Index z.B. die irrationale Zahl 0.1234567891011121314151617... tragt,
die in X als vollstandige Liste vorkommen muss. Der Preis, den wir fiir die Vollstindigkeit
der Liste bezahlen, ist die Unschirfe der Liste, die dadurch unbrauchbar geworden ist.

Eine Bijektion zwischen zwei Mengen A und B kann auch unscharf gestaltet sein. Solch eine
Abbildung, bei der wir wissen, dass jedes Element von A ein Bild in B hat, jedoch wir nicht
wissen welches Element der Menge A welches Element der Menge B als Bild hat, ist eine
mogliche (Zufalls-) Bijektion und dient dem Michtigkeitsvergleich. Bei Injektionen ist es das
gleiche; sie konnen auch unscharf sein. Eine solche unscharfe Injektion ist die (Zufalls-)
Zuordnung zwischen den reellen Zahlen und den Primzahlen von Satz 1.

Wir wissen bereits, dass die reellen Zahlen R und die Potenzmenge von N (2V) die gleiche
Michtigkeit besitzen. Mit Satz 1 haben wir bewiesen, dass N und R die gleiche Michtigkeit
haben. Also sind N und 2N von der gleichen Michtigkeit. Das heiBt, dass es eine Bijektion
zwischen den beiden Mengen geben kann.

Wir vermuten, dass jede Bijektion f zwischen N und 2N eine teilweise unscharfe Bijektion ist:
Man kennt im Allgemeinen (bis auf Ausnahmen) das Bild von einer natiirlichen Zahl nicht
und umgekehrt weill man auch nicht, was das Urbild einer jeden Teilmenge von N ist. Wir
wissen, dass es eine Bijektion gibt (geben muss). Mehr dariiber wissen wir nicht.

Somit ist eine Teilmenge von N wie S = {n € N : n ¢ f(n)} nicht konstruierbar, weil wir das
Bild von einem n (bis auf Ausnahmen) nicht kennen.

Wenn 2N abzihlbar ist, dann ist 22N auch abzihlbar. Auf diesem Wege kann man deshalb
keine Hierarchie der Méchtigkeiten erzeugen.
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